NUMERE COMPLEXE

Forma algebrica a unui numar complex este z=a+bi,a,be R, unde i* =—-1.

Numarul real a se numeste partea reald a numarului complex z si se noteazd cu Re(z), numarul real b
se numeste coeficientul partii imaginara a numarului complex z si se noteazd cu Im ( z ), bi se numeste partea
imaginara a numarului complex z, iar i se numeste unitate imaginare si i* =—1.

Multimea numerelor complexe este C = {Z =a+bi|labeR,i’= —1} .

Dacd b=0 atunci z=aeR,deci RcC.
Daca a=0 atunci z =bi . In acest caz spunem ca numarul complex este pur imaginar.
Fie z, =a, +Dbji si z, =a, +b,i . Atunci:
& =9,
Q) 7,=2,< :
) 1 2 {bIsz
b) z+z,=a,+a,+(b+b,)i.
¢) zz,=aa,-bb, +(ab,+a,b,)i.
g Lo b
2 2 2 2"
z, a +b a +hb
z _a1a2+b1b2 _a1bz_azb1i.

1
2 2 2 2
z, a, +b; a, +b;

e)

Daca z=a+bi, atunci opusul este —z=-a-Dbi, conjugatul este z=a-bi, iar modulul este

z|=+a*+b?.
2| =+

Puterile naturale ale numarului i sunt; i* =1, %" =i, i**"? =-1,i**®* =i,
Observatie. Suma oricaror 4 puteri naturale consecutive ale numarului i este nuld, adica
in+in+1+in+2+in+3=O.
Proprietati.
1) z+z=2Re(z)eR; 2) zz=Re’(z)+Im’(z2)eR; 3)zeRez=7; 4) z este pur
imaginar dacd §i numai daci z=-z; 5)z+2,=2+2,; 6)22,=21,; 7) ?:(E)”;
8) [ij:é; 9) |z/>0,vzeC; 10) || =0« z=0; 11) ‘E‘:|z|; 12) zE:|z|2;

2 Z,

. n n, Z |Zl| . -1 .
13) |z, 7,|=|z.|-|z,| ; 14) |z"|=|z|"; 15) |+ =ﬂ, 2,#0; 16) |z] =1 z==;
z,| |z, z

17) ||z.]-|2,] <z, + 2| <|2| +]z,|.
Rezolvarea ecuatiei de gradul doi cu coeficienti reali:
Forma generald a ecuatiei de gradul doi cu coeficienti reali este ax? +bx+c=0,a,b,ceR,a=0. Se

calculeaza A =b*—4ac.
a) Daca A >0 atunci ecuatia are doua solutii reale si distincte date de formula

_ —b++/b*-4ac
2 2a '
-b
23
c) Daca A <0 atunci ecuatia are doud solutii complexe si conjugate date de formula
_—btiv-A

2 2a

b) Daca A=0 atunci ecuatia are douad solutii reale si egale, X, =X, =
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» Relatiile lui Viéte sunt:

A\

Ecuatia de gradul doi cand se cunosc solutiile x, si x, este (x—x,)(x—x,)=0.

» Ecuatia de gradul doi cand se cunosc S=x+X, si P=x-x,, unde x, si X, sunt solutiile
ecuatiei este X* —Sx+P=0.

> Expresia ax’+bx+c se descompune in produs de factori dupi formula

ax’ +bx+c=a(x—x)(X—X,),unde x, si X, sunt solutiile ecuatiei.

A

> In aplicatii sunt utile formulele: XX =(% +X, )2 — 2% X,

X4 = (X 4% ) =3%% (% +%,).

Forma trigonometricd a unui numar complex este z =r(cost +i sint) ,unde r = |Z| =+a’ +b* se
0, dacia,b>0

numeste raza polard, iar t =arg(z) = arctg b +kz, unde k=41, dacia<0 se numeste
2,dacaa>0,b<0

argumentul redus al numarului complex z.

Daca z, =r,(cost, +isint,) si z, =r,(cost, +isint,) atunci:

a) 2,2, =nr, [ cos(t, +t,)+isin(t, +t,)]; b) (z,)" =n"[cos(nt, )+isin(nt,)];

c) % :%2 [cos(t, —t,)+isin(t, —t,)].

2

k=0,n

+18In

- +2kz . . t+2k
Ecuatii binome: 7" =r(cost +isint) = z, =Q/F(cost d ! ”j

Oricare dintre solutiile ecuatiei z" =1, n e N* se numeste radacina de ordinul n a unitatii. Deci
2k

raddcinile de ordinul n ale unitatii sunt ¢, = cos =2 + isin—, k =0,n -1 si reprezinta afixele
n n

varfurilor unui poligon regulat cu n laturi inscris in cercul & (O,l) .

Ecuatii bipdtrate: Forma generald a unei ecuatii bipatrate este az*" +bz" +¢=0. Se noteaza z" =t

si se rezolvi ecuatia de gradul doi at” +bt +c =0, iar pentru fiecare solutie obtinuti se revine la
substitutie obtinandu-se ecuatii binome care se rezolva.

APLICATII
1. Calculati:
a) (1+i)(1-2i)-3(2+i); b) (3+2i)(1-i)—(2-3i)(3+i); ¢ (1-i)";
d) (1- )( )( i3)...(1—i2°2°); e) L+i+i®+..+i%; f) (\/§+2i) +(\/§—2i)2;
: B not 1. n 138 13

0) (1+2i) +(1-2)" Vot Vet Vaatal
0 4 5i 744, I)ﬂ+5+3i_ m)(L_LJZ. n)(l_”jm-

5+4i 4-7i' 4—i  A+i’ 2+3i 2-3i)° 2 )

0 ((1+2i)5(1+3i)f

3
2. Determinati partea reald a numarului complex (\/5 + i) :

o < o 2+i
3. Determinati partea reald a numarului complex z = P
=1
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3+2i

4. Determinati partea reald a numarului complex z = > 3
-3i
. . . - 6
5. Determinati partea reald a numarului complex z = (\/g - I) .
6. Determinati partea imaginard a numarului complex (1+ i)12 +(1- i)12 .
7. Ardtati cd numarul z = 2+ 5! + 2 _5! este real.
3-4i 3+4i
8. Aratati ca ﬂ + ﬂ = E .
2-1 2+1 5

9. Fie aeR sinumarul complex z= :_3! . Determinati a pentrucare ze R .

—al
10. Calculati modulele numerelor complexe:
a)(2-1)(3+2i)-4(1+i);  b) L+i+il+..+i°; o 21 g) 2=

e) (1+i)°; f)(2—i£)6; g)(zﬂ*/l_zT; h) (J§+2+i(J§_2)) .

()]

3-7i 6415

N

~1-i3

11. Calculati |6+ 8i| |8 6il.
12. Calculati |z[* pentru z = V243 +i2—3 .
J2+43-iy2-43
13. Determinati X,y € R stiind cd x(3—2i)—2y(4+i)=—2-6i.
14. Verificati cd numirul 1—i este ridicind a ecuatiei z* +4=0.
15. Fie zC. Aritati ca i(z-2) e R.
16. Calculati 1 pentru z = _1_2'\5.
z
17. Demonstrati cd z2 =z, unde z = _1_2|\/§ .
18. Rezolvati in multimea numerelor complexe ecuatiile:
a) 7-2-5i=3z: b) 42-37=2+14i: ) 32422=5+2i; g 223 o
z
e) 2°=-16; f) 22=-25; g) X’ —4x+5=0; h) x* -4x+13=0;
i) 2x* —6x+5=0; i) 22 =3+4i; k) zZ:F; ) z+2|z|=13+4i;
+1

m) z+2|z-3/=3i+9; n)z'+52°-36=0; o) z*+152°-16=0.

19.
20.

21.

22.
23.
24,

25.
26.

217.
28.

Fie zeC. Aratati i, daci 4z+3ze R, atunci zeR .

Aritati ca numarul A=z(3+4i)+z(3—4i) este real, pentru orice numar complex z, unde 7 este
conjugatul lui z.

Artati ca numarul N =(4+3i)° +(3-4i)" este natural.

2

Aratati cd numarul a= (i — —J este intreg.

1-i 1+i
Se considerd numarul complex z =11 . Aritati cd z* +2i=0.
Se considera numerele complexe z, =3+2i si z, =3—2i . Aratati ca numarul z, + z, este real.
Ariitati ci (5—-4i)° +(5+4i)° =18.
Se considera numerele complexe z, =2+3i si z, =4 —06i. Aratati ca numarul z,z, + 2z, + z, este
real.
Se considera numarul complex z=4—i . Calculati z-2—z—z.
Se considera numarul complex z=2+i. Aratati ¢d z-z+2+2=9.
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29. Aratati cd, daca z2+z+2=0, unde Z este numir complex, atunci z? + — =—3.
t p S

30. Se considera numerele complexe z, =5+2i si z, =3-3i. Aratati ca 3z, + 2z, =21.
31. Se considera numerele complexe z, =2+3i si z, =1+ 2i . Aratati ca 2z, -3z, =1.
32. Determinati numerele reale a si b, stiind ¢ (a+b)(i+1)=(a-b+1)(i-1).
33. Determinati me R pentru care x, =—2+1i este solutie a ecuatiei X +(3m+1)x+5=0.
34. Determinati me R pentru care ecuatia (m—2)x* —2(m+1)x+m+2=0 are solutiiin C\R .
35. Fie £ e C o radacina de ordinul 3 a unitatii, diferita de 1. Calculati:
a) e +e+1; b) 82+22; C) (54+24)2020.
36. Fie ¢= _1+—h/§ .
2
a) Calculati (28 +&° )(252 + 5) :

b) Aflati AeC stiindcd x> +y®>+2z°=Jlab,unde x=a+b,y=as+bs? z=as’+bs.
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